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معرفی
احتمال
متغیرهاي تصادفی
میانگین و واریانس
قانون اعداد بزرگ
 توزیعتوابع
نظریه تخمین

 کمینه میانگین مربعات خطا)MMSE(
 تخمین بیشینه شباهت)MLE (
 تخمین بیز)Bayesian(
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 بار مختلف ضبط کنید10را ) “گفتار”مانند (یک کلمه خاص
 نیستدقیقاً یکسان در هیچ دو حالتی فایل هاي ضبط شده دیجیتالی آنها!

فرآیند تولید گفتار داراي ذات تصادفی است

 نقش پررنگ تصادف و عدم قطعیت در پردازش زبان گفتاري
فرموله کردن مسائل پردازش گفتار در یک چارچوب احتمالاتی

رایج ترین روش ها و الگوریتم هاي پردازش گفتار آماري هستند
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 دکه قطعی نیستن) مشاهده هایی(بیان میزان اطمینان از خروجی وقایعی

تعاریف
 فضاي نمونه)Sample Space :(  مجموعه اي از تمام خروجی هاي ممکن =S
 رویداد)Event :( زیرمجموعه اي از فضاي نمونه=A
 احتمال)Probability (فراوانی نسبی رخ داد آن رویداد با فرض تکرار این: یک رویداد

P(A)= فرایند به تعداد دفعات زیاد تحت شرایط مشابه

تعداد کل تمام مشاهده ها

تعداد مشاهده هایی که خروجی آن ها 
استAمتعلق به رویداد 
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 افراز)Partition(
 اگر تعدادn رویدادA1 ،A2 ،... ،Anداشته باشیم که

آنگاه داریم

 احتمال توأم)Joint Probability (
 براي دو رویدادA وBکه به طور هم زمان اتفاق می افتند
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 احتمال شرطی)Conditional Probability(
 رخ دادن رویدادA با دانستن اینکه رویداد دیگري مانندBرخ داده  است

در بازشناسی گفتار

کلمه بیان شدهاريسیگنال گفت
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 قاعده زنجیري)Chain Rule(

حالت ساده
ندمی تواند احتمال توأم چندین رویداد را بر حسب ضرب چند احتمال شرطی مشخص ک
 ال هاي شرطیبراي تجزیه یک مسئله احتمالاتی توأم پیچیده به زنجیره اي از احتماستفاده

حالت کلی

 مستقل)Independent (بودن
رخ دادن یک رویداد هیچ ارتباط و تأثیري بر رخ دادن رویداد دیگر ندارد  .
برابر با احتمال غیرشرطی است: احتمال شرطی .
 برابر با حاصل ضرب  دو احتمال است: احتمال توأم.
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 افراز)Partition ( رویدادB
 اگر تعدادn رویدادA1 ،A2 ،... ،An یک افراز ازS باشد وB یک رویداد درSباشد
  آنگاه رویدادهايBA1 ،BA2 ،... ،BAn یک افراز ازBرا شکل می دهد

  چون رویدادهايBA1 ،BA2 ،... ،BAnمجزا هستند
 احتمال رویدادBاز حاصل جمع احتمال هاي توأم محاسبه می شود

Bرویداد ) Marginal Probability(احتمال حاشیه اي 
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 قانون بیز)Bayes´ Rule(

 با توجه به قاعده زنجیري

 است ) مانند بازشناسی گفتار(این قانون مبناي بازشناسی الگو

کلمه بیان شدهاريسیگنال گفت

مدل زبانیمدل آوایی
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 متغیر تصادفی)Random Variable(
 متغیرX که بیانگر یک کمیت عددي در یک فضاي نمونه است

عناصر یک فضاي نمونه را می توان شماره گذاري کرد و با آن شماره ها به آن ها ارجاع کرد  .

 تابعی که هر خروجی ممکنs در فضاي نمونهS را به یک عدد حقیقیX(s)نگاشت می کند.
 یک رویداد به صورت مجموعه اي از{s} نشان داده می شود که{s|X(s)=x}

پرتاب سکه: مثال
 فضاي نمونهS =}شیر، خط{
 متغیر تصادفیX

  احتمال اینکهX=xباشد
در مثال سکه

𝑋𝑋 𝑠𝑠 = �
1 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑠𝑠 = شیر
0 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑠𝑠 = خط

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 1 = 𝑃𝑃 𝑠𝑠 𝑋𝑋 𝑠𝑠 = 1 = 𝑃𝑃 𝑠𝑠 = شیر = 0.5



مروري بر آمار و احتمال: پردازش گفتار

11
Hadi Veisi (h.veisi@ut.ac.ir)

 متغیر تصادفی گسسته)Discrete  . . .(
 فقط تعداد متناهیnداراي توزیع گسسته(گیرد از مقادیر مختلف را می(

حالت دارد6فقط (پرتاب تاس : مثال(

 تابع احتمال)Probability Function  (
 یا تابع جرم احتمال)Probability Mass Function  (
 براي هر عدد حقیقیxبیانگر میزان احتمال متغیر تصادفی گسسته است ،

پرتاب تاس : مثال
6تا 1: متغیرھای تصادفی

حاصل جمع جرم احتمال در تمام مقادیر متغیر تصادفی برابر با یک است
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 متغیر تصادفی گسسته)Discrete  (

احتمال حاشیه اي

 قانون زنجیري

قانون بیز

 اگر متغیرهاي تصادفیX وY به لحاظ آماري از هم مستقل باشند
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 متغیر تصادفی پیوسته)Continuous. . . (
 است) و در نتیجه توزیع پیوسته(داراي مقادیر پیوسته

قد افراد یک کشور، مقدار دامنه سیگنال گفتار: مثال

اگر تابع غیرمنفیfهوجود داشته باشد که روي مقادیر حقیقی تعریف شده و براي بازA

fx : تابع توزیع احتمال)pdf: Probability Density Function(
احتمال در یک بازه معنی دارد
احتمال در یک نقطه برابر با صفر است
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 متغیر تصادفی پیوسته)Continuous. . . (
 شرایط تابعpdf

احتمال حاشیه اي

 قانون زنجیري

قانون بیز
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 تابع توزیع)Distribution Function(
 یا تابع توزیع تجمعی)CDF: Cumulative Distribution Function(
 تر از هاي مقادیر کوچکاحتمال] جمع[بیانگرx

  براي متغیر تصادفی گسسته یا پیوسته

براي حالت پیوسته  داریم

یمقدار حقیق
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 امید ریاضی)Expectation ( یا میانگین)Mean(

 براي متغیر تصادفی گسستهX

 براي متغیر تصادفی پیوستهX

 براي تابعی از متغیرX
مرکز جرم توزیع احتمال

امید ریاضی یک عملگر خطی است؛ داراي ویژگی هاي جمع پذیري و همگنی
 حتی در صورت مستقل نبودنXiها

مقدار ثابت
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 امید ریاضی)Expectation ( یا میانگین)Mean(
 انداختن یک تاس: 1مثال

 براي هر کدام1/6با احتمال برابر 6,… ,2 ,1متغیر تصادفی با شش مقدار

 محاسبه معدل درسی یک دانشجو: 2مثال
 متغیر تصادفی)x( ؟

نمره درس
 ؟ )تابع توزیع(احتمال

تعداد واحد درس تقسیم بر کل واحدھا(ھا متناسب با تعداد واحد درس(

تعداد واحد نمره درس
2 18 آواشناسی
4 12 برنامه نویسی
3 15 ریاضیات
1 20 روش تحقیق

𝐸𝐸 𝑥𝑥 =
2

10
× 18 +

4
10

× 12 +
3

10
× 15 +

1
10

× 20 = 14.9
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 واریانس)Variance. . . (
 میانگین متغیرX :μ=E(X)

 انحراف معیار  = مجذور غیرمنفی واریانس)Standard Deviation = (σ
بیانگر میزان پراکندگی یا انتشار توزیع در اطراف میانگین

 توزیع فشرده احتمال در اطراف میانگین= مقدار کوچک واریانس
 توزیع احتمال در اطراف میانگین داراي پراکندگی بیشتري است= مقدار بزرگ واریانس



مروري بر آمار و احتمال: پردازش گفتار

19
Hadi Veisi (h.veisi@ut.ac.ir)

 واریانس)Variance(
 گشتاور(ممان  (k امX  = امید ریاضیE(Xk) 

 براي هر متغیر تصادفیX  و هر عدد صحیح مثبتk

براي واریانس داریم

واریانس اختلاف بین ممان دوم و مربع ممان اول است

ویژگی هاي واریانس
در صورت مستقل بودن متغیر تصادفی : جمع پدیريX  وY
برقرار نیست: همگنی
واریانس مقدار ثابت صفر است
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 امید ریاضی شرطی)Conditional Expectation(
 براي متغیرهاي گسستهX وY

 امید ریاضی شرطیY : تابعی ازX

 براي متغیرهاي پیوستهX وY

 خودE(Y|X)یک متغیر تصادفی است
 تابعی از متغیر تصادفیXاست

 فرض کنیدX وY یک توزیع توأم پیوسته دارند وg(X,Y) تابعی ازX  وYاست



مروري بر آمار و احتمال: پردازش گفتار

21
Hadi Veisi (h.veisi@ut.ac.ir)

 میانه)Median(
احتمال کل را به دو قسمت مساوي تقسیم می کند

 میانه توزیع متغیرX نقطه اي مانندmاست

 احتمال سمت چپm و احتمال سمت راستm ًاست 0.5دقیقا

 نما)Mode(
جایی که تابع توزیع داراي بیشترین مقدار خود است
یک توزیع می تواند بیش از یک میانه داشته باشد
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 قانون اعداد بزرگ)Law of Large Numbers(
 میانگین نمونه)Sample Mean ( و واریانس نمونه)Sample Variance  (

 آنچه ما در عمل (مقدار میانگین و واریانس تعدادي از نمونه هاي حاصل از یک آزمایش آماري است
)محاسبه می کنیم

 فرض کنید یک توزیع با میانگینμ و واریانسσ2داریم
 متغیرهاي تصادفیx1, x2, …, xnاز این توریع تولید می شوند

 متغیرهاي تصادفیi.i.d: - Independent Identically Distributed
 مستقل و با توزیع یکسان
 هر یک دارايμ و واریانسσ2

 میانگین حسابیnنمونه
همان میانگین نمونه

خودش متغیري 
تصادفی است
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داریم
 میانگین نمونه”میانگین“

 برابر با میانگین توزیع است“ میانگین نمونه”میانگین

 میانگین نمونه”واریانس“

 1برابر با “میانگین نمونه”واریانس/nواریانس توزیع است
 به نسبت توزیع اصلی در اطراف میانگین متمرکزتر است“میانگین نمونه”توزیع

 قانون اعداد بزرگ
 به میانگین توزیع نزدیک می شود“ میانگین نمونه”بیان می کند

 وقتی اندازه نمونه)n(بزرگ باشد
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 کواریانس متغیرهاي تصادفیX وY

 ضریب هم بستگی)Correlation Coefficient(

 1و 1مقدار در بازه-

 هم بستگی  خطی بیانگر)linear dependency ( بین دو متغیرX وY

 دو متغیر تصادفیX وY متعامد )Orthogonal (هستند اگر
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 ضریب هم بستگی)Correlation Coefficient(
 اگرρ>0 ،باشدX وYهم بستگی مثبت دارند
 اگرρ<0باشد، هم بستگی منفی دارند
 اگرρ=0 باشد، هم بسته)Correlated (نیستند

منجر به xافزایش 
منجر به xافزایش می شودyافزایش 

می شودyکاهش 
؟

ρ=+1ρ=0ρ=-1
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 متغیرهاي تصادفی مستقل)Independent(

اگر داشته باشیم

 آیا ناهم بسته بودن)uncorrelated( استقلال ،)independence (را نتیجه  می دهد؟
 توزیع به غیر ار(مستقل بودن، ناهمبسته بودن را نیز نتیجه می دهد، اما برعکس آن درست نیست

)نرمال

مستقل
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چند قضیه
 اگر رابطه متغیرهايX وY به صورتY=aX+bباشد، آنگاه

 اگرa>0 ،باشدρXY= +1
 اگرa<0 ،باشدρXY= -1

 براي هر دو متغیرX وYداریم

 اگرn متغیر تصادفیx1, x2, …, xnداشته باشیم، آنگاه
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بردار تصادفی
وقتی یک متغیر تصادفی یک بردار باشد و نه یک عدد

 بردار میانگین
 یک بردارn بعدي که مؤلفه هاي آن امید ریاضی هاي تک تک مؤلفه هايXاست

 ماتریس کوواریانس
 هر کدام از واریانس هاي= مؤلفه هاي قطر اصلی ماتریس کوواریانسXiها
کوواریانس متقارن است

مولفهnبرداري با 
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رابطه خطی بردارهاي تصادفی
 بردارn بعديX
 بردارm بعديY

 میانگین و کواریانسY بر حسب میانگین و کواریانسX
 کاهش بعد(کاربرد در تبدیل ویژگی ها(

 کاربرد در تطبیق)adapt (پارامترهاي مدل هاي آوایی و زبانی

بعديmیک بردار 

m×nیک ماتریس 

ترانهاده
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طول کلمات(پردازش متن : مثال. . . (
نامه داریمیک لغت
حرف را بشماریم20، طول ...حرف، 2حرف، با طول 1خواهیم تعداد کلمات با طول می

هیستوگرام

مه
 کل

داد
رخ

ل 
تما

اح
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براي فارسی -)طول کلمات(پردازش متن : مثال
روي پیکره کوچک

3.8: متوسط طول کلمات
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از هیستوگرام به تابع توزیع
ها با یک تابع ریاضینمایش شکل توزیع احتمال

هاي مختلفی داشته باشدتواند شکلمی

xx
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  توزیع  یکنواخت)Uniform Distribution(
تابع احتمال یا تابع توزیع احتمال، یک تابع ثابت است
احتمال وقوع همه مقادیر یکسان است

احتمال انتخاب هر نقطه  در یک بازه عددي مشخص: مثال

براي متغیر گسسته
X تا 1فقط مقادیر ممکن ازnرا می گیرد

براي متغیر پیوسته
X فقط مقادیر ممکن  را در بازه حقیقی[a,b]می گیرد
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 توزیع  دوجمله اي)Binomial Distribution... (
 براي توصیف رویدادهایی با تصمیم گیري دودویی

1(یا پیروزي ) 0(شکست : آزمایش برنولی(
دو حالت شیر یا خط(انداختن یک سکه : مثال(

 احتمال آمدن شیرp 1و احتمال خط-p
 سکه راn بار بیندازیم)nو تعداد شیرهاي مشاهده) بار تکرار مستقل آزمایش برنولی

داراي تابع احتمال Xنشان دهیم، متغیر تصادفی Xرا با ) مجموع پیروزي ها(شده 
دوجمله اي است

بار nبار از xتعداد 
شیر بیاید
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 توزیع  دوجمله اي)Binomial Distribution(
 میانگین و واریانس توزیع دوجمله اي

تیري را به هدف بزند و 0/7اگر یک تیرانداز با احتمال : مثالx  تعداد تیرهاي به هدف
شلیک باشد5خورده در 

 تابع توزیع

 ًتیر به هدف بزند3احتمال اینکه دقیقا

 تیر به هدف بزند2احتمال اینکه حداکثر

امتحان چهارگزینه اي : مثال
 0.75(سایر گزینه ها=، شکست )0.25(گزینه درست =پیروزي(
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توزیع  هندسی)Geometric Distributions. . . (
 وجمله اي برنولی تا رسیدن به اولین پیروزي در توزیع د) زمان(بیانگر تعداد آزمایش هاي
تعداد آزمایش هایی که تکرار می شود تا یک بار خط بیاید–انداختن سکه : مثال
تعداد بارهاي انداختن تاس تا آمدن شش در منج: مثال!
کاراکتري یک کامپیوتر را حدس بزنیم8چند مرتبه آزمایش کنیم تا یک رمز عبور : مثال

X= قبل از آمدن اولین خط) تعداد انداختن ها(متغیر تصادفی زمان
 احتمال آمدن شیر =p 1= و احتمال آمدن خط-p

میانگین و واریانس
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توزیع  هندسی)Geometric Distributions(

توزیع طول حالت : مثال)State Duration ( در مدل مخفی مارکوف)HMM  (
بیانگر مدت زمانی است که در یک حالت خاص باقی می مانیم
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 توزیع چندجمله اي)Multinomial Distribution. . . (
 حالت کلی تر توزیع دوجمله اي باk به جاي دو حالت(حالت(
کیسه اي حاوي توپ هایی با : مثالkرنگ مختلف داریم

 نسبت توپ هاي رنگi برابر باpiاست
 فرض کنیدn توپ به طور تصادفی از کیسه انتخاب شده اند
 فرض کنیدXi بیانگر تعداد توپ هاي انتخاب شده با رنگiباشد
 آنگاه بردار تصادفیX=(X1,…Xk) داراي توزیع چندجمله اي با پارامترهايn وp=(p1,..pk)است

به کار می رود کاي -توزیع هاي چندجمله اي معمولاً با آزمون مربعات
 از پرکاربردترین روش هاي آزمون فرضیه هاي نیکویی برازش)Goodness-of-Fit(
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 توزیع چندجمله اي)Multinomial Distribution(
میانگین، واریانس و کواریانس



مروري بر آمار و احتمال: پردازش گفتار

40
Hadi Veisi (h.veisi@ut.ac.ir)

 توزیع پواسون)Poisson Distribution(
 از توزیع هاي گسسته متداول
x=تعداد کل رخدادهاي یک پدیده در طول یک مدت زمان یا یک منطقه مکانی ثابت

 تعداد تماس هاي تلفنی دریافت شده توسط یک مرکز مخابراتی در یک مدت زمان ثابت

میانگین و واریانس

کاربرد در پردازش گفتار
 براي مدل سازي دیرش)duration (یک واج

پارامتر توزیع
متوسط رخداد در (

)یک بازه مشخص
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توزیع  گاما)Gamma Distribution . . . (
 متغیر تصادفی پیوستهX

میانگین و واریانس

)shape(پارامتر شکل 

)scale(پارامتر مقیاس 

اماتابع گ

حقیقیnتابع فاکتوریل براي 
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توزیع  گاما)Gamma Distribution(
 اگر متغیرهاي تصادفیX1, …,Xk مستقل باشند

داشته باشد، βو αiیک توزیع گاما با پارامترهاي Xiو هر متغیر تصادفی 
دارد βو α1+…+αkنیز یک توزیع گاما با پارامترهاي X1+ …+Xkآنگاه مجموع 

در پردازش گفتار
 دامنه طیف(سیگنال گفتار نویزي داراي توزیع گاما است(
 فرکانس هاي بالا ي سیگنال گفتار در حوزهDCTو بخش هاي حقیقی و موهومی طیف
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 توزیع نمایی)Exponential Distribution(
 حالت خاصی از توزیع گاما کهα=1

تخمین زدن مدت زمان لازم براي رخداد یک پیشامد خاص
 زمان ورود مشتري ها
طول عمر یک وسیله
زمان بین دو رویداد در فرایند پواسن

میانگین و واریانس
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 توزیع لاپلاس)Laplace Distribution(
براي متغیر پیوسته
ترکیب دو توزیع گاما

نما=میانه=میانگین=μ
 2= واریانسb2

کاربرد در پردازش گفتار
 دامنه طیف(سیگنال گفتار تمیز داراي توزیع لاپلاس است(

 فرکانس هاي پایین سیگنال گفتار در حوزهDCTو بخش هاي حقیقی و موهومی طیف

)scale(پارامتر مقیاس )location(پارامتر مکان 
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 توزیع  گاوسی)Gaussian Distribution. . . (
 یا توزیع نرمال)Normal Distribution(
 مهم ترین توزیع احتمال

 داراي ) ياز جمله سیگنال هاي گفتار(متغیرهاي تصادفی مطالعه شده در آزمایش هاي مختلف فیزیکی
توزیع هایی هستند که تقریباً گاوسی است

 به ویژه در تخمین ها(محاسبات آن آسان است(
  قضیه حد مرکزي)Central Limit Theorem(

براي یک متغیر تصادفی پیوسته

تابع گاوسی حول میانگین تقارنی است
 توزیع یک نقطه است) بیشینه مقدار(و نماي ) نقطه تقارن(میانگین، میانه

نمیانگی واریانس
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 توزیع  گاوسی)Gaussian Distribution. . . (

تراکم بیشتر حول میانگین=کاهش واریانس

نمیانگی
μ=0
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 توزیع  گاوسی)Gaussian Distribution. . . (
 اگر متغیر تصادفیX یک توزیع گاوسی با میانگینμ و واریانسσ2باشد

نیز یک توزیع گاوسی داردY=aX+bآنگاه هر تابع خطی 
Y یک توزیع گاوسی با میانگینaμ+b  و واریانسa2σ2دارد

مجموع : حالت کلیX1+ …+Xn از متغیرهاي تصادفی مستقلX1, …,Xn نیز، که در
یک توزیع گاوسی دارد، یک توزیع گاوسی استXiآن هر متغیر تصادفی 

  توزیع گاوسی استاندارد یا توزیع گاوسی =N(0,1)
میانگین صفر و واریانس یک
رفتار توزیع گاوسی را می توان فقط با استفاده از توزیع گاوسی استاندارد توضیح داد

تبدیل خطی توزیع گاوسی یک توزیع گاوسی است
 اگر متغیر تصادفیX یک توزیع گاوسی با میانگینμ و واریانسσ2باشد، می توان نشان داد
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 توزیع  گاوسی چندمتغیره)Multivariate(
 براي بردار تصادفیnبعدي

 میانگین

کواریانس
معین -متقارن و مثبت)positive definite) (دترمینان مثبت(
 عناصر قطر اصلیσii = واریانس متغیر متناسبxi

 عناصر غیرقطر اصلیσij = کواریانس متغیرهايxi وxj

n= تعداد ابعاد بردارx)متغیرها(

دترمینان= |.|
t =ترانهاده معکوس= 1-

براي دو بعد
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شکل داده هاي داراي توزیع نرمال
نمونه هاي داده که از توزیع نرمال پیروي می کنند، داخل یک خوشه قرار می گیرد
 کواریانسماتریس(تعیین شده توسط واریانس ) = بیضی شکل(میانگین، شکل خوشه = مرکز خوشه(

 محورهاي اصلی بیضی= بردار ویژه ماتریس کواریانس
 طول محورهاي اصلی بیضی= مقادیر ویژه ماتریس کواریانس

 فاصله ماهالونوبیس)Mahalonobis distance(
 ه دادهو یک نمون) با پارامترهاي میانگین و واریانس(فاصله بین یک مجموعه داده معین
 متفاوت با فاصله اقلیدسی(در نظر گرفتن وابستگی بین داده ها(
 تغییرناپذیر با مقیاس)scale invariance(
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  قضیه حد مرکزي)Central Limit Theorem. . . (
n متغیر تصادفیX1, …,Xn کهi.i.d داریم) مستقل و با توزیع یکسان(هستند

 توزیع این متغیرها داراي میانگینμ و واریانسσ2است

 با افزایشnبه سمت بی نهایت، داریم
 متغیر تصادفیYداراي توزیع گاوسی استاندارد است

 متغیر تصادفی میانگین نمونه اي داراي توزیع گاوسی با میانگینμ و واریانسσ2/nاست

رهامیانگین نمونه اي متغی
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  قضیه حد مرکزي)Central Limit Theorem (
 توسعه براي حالتی که توزیع ها یکسان نیستند)Liapounov 1901(

 متغیرهاي تصادفیX1, …,Xn مستقل هستند و

آنگاه متغیر زیر داراي توزیع گاوسی است

 مجموع متغیرهاي تصادفیX1, …,Xnداراي توزیع گاوسی با میانگین          و واریانس                 است

وزیع هاي حاصل جمع تعداد زیادي متغیر تصادفی مستقل، صرف نظر از ت
راي اصلی هر یک از آن ها، با بزرگ شدن تعداد متغیرهاي تصادفی، دا

. توزیع گاوسی است
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 مدل هاي مخلوط)Mixture Model(
 چند مدل با همدیگر) خطی(ترکیب
 مدل کردن توزیع هاي پیچیده با بیشینه هاي محلی چندگانه
 (مدل مخلوط گاوسی ): گاوسی(براي توزیع نرمالGMM: Gaussian Mixture Model(

از پرکاربردترین روش هاي مدل سازي

ضریب مخلوط
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مساله
مدل کنیم) غیرخطی/خطی(خواهیم آنها را با یک تابع تعدادي نمونه داده داریم، می

وزن افراد بر حسب قد آنها، سیگنال تمیز بر حسب سیگنال نویزي: مثال

خواهیم تابع توریع احتمال آنها را بدست آوریمتعدادي نمونه داده داریم، می
توزیع گاوسی به طول کلمات در یک زبان: مثال

y=1.3 x+ 8.2 y=-0.2 x2+3.6 x+ 3.2 y=-20.3 exp(-0.3 x)+20.5
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 نظریه تخمین)Estimation theory(
 براي داده ها فرض می کنیم ) مانند گاوسی(در مدل سازي آماري یک تابع توزیع
 را ) مانند میانگین و واریانس(و باید از روي داده هاي آموزش، پارامترهاي آن توزیع

تخمین بزنیم

 متغیرهاي تصادفیX1, …,Xn را کهi.i.d داریم) مستقل و با توزیع یکسان(هستند
 هدف تخمین پارامترهايΦ
 تابع تخمین گرθ(X1, …,Xn)

روش هاي تخمین
 کمینه میانگین مربعات خطا)MMSE: Minimum Mean Square Error(
 تخمین بیشینه شباهت)MLE: Maximum-Likelihood Estimation  (
 تخمین بیز)Bayesian Estimation(
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 کمینه میانگین مربعات خطا)MMSE. . . (
کمینه کردن امید ریاضی مربعات خطاي بین مقدار واقعی و مقدار تخمین زده شده

 فرض کنید هدف ما تخمین مقدارY با داشتنXباشد، یعنی
 کهg(X) تابعی بر حسب پارامترهايΦ است، یعنیg(X,Φ)

 و با داشتن پارامترهايΦ تابع ،g()به صورت کامل مشخص می شود
هدف تخمین پارامترهاي : پسΦاست

  تخمینLSE: Least Square Error
 در عمل به جاي تابع توزیع توامX وY نمونه هایی از ،xi وyiمعادل داریم

وقتی تعداد نمونه ها به بی نهایت میل می کند، : قانون اعداد بزرگLSE وMMSE برابر می شوند
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 کمینه میانگین مربعات خطا)MMSE :( براي تابع ثابت. . .
 تابع ثابت

 پارامتر =c
هدف کمینه کردن خطاست

مشتق گرفتن و برابر صفر قرار دادن

 خطاي مجذور میانگین کمینه دقیقاً برابر با واریانسYاست

 تخمینLSE
میانگین نمونه اي
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 کمینه میانگین مربعات خطا)MMSE :( براي تابع خطی. . .
تابع خطی

پارامترها :a وb

 براي تخمینLSE
بردار : فرضx دارايd بعد است وnنمونه داریم

شبه معکوس
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 کمینه میانگین مربعات خطا)MMSE :(براي تابع غیرخطی
تابع غیرخطی

در بهسازي گفتار

رال مقدار مثبت، کمینه کردن انتگ
تمعادل کمینه کردن این مقدار اس

( ) ( )ˆ( ) [ ( ) | ] ( )
( ) ( ) ( )

ys k ss k
k k k

yy k ss k dd k

P PS E S Y
P P P

ω ωω ω ω
ω ω ω

= = =
+

Y

میزتخمین طیف گفتار ت

يسیگنال گفتار نویز میزتوان طیف گفتار تتوان طیف نویز
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 تخمین بیشینه شباهت)MLE. . . (
 پرکاربردترین روش تخمین پارامتري

 تخمین توزیعn  نمونه دادهi.i.d  به صورتX1, …,Xn =p(x|Φ)
پارامترهاي : فرضΦ داراي مقادیر ثابت، اما نامشخص هستند

 ،اگر تابع توزیع گاوسی باشدΦ={μ, Σ}
تخمین پارامترهاي توزیع به نحوي که احتمال بدست آوردن نمونه داده ها از روي این

توزیع بیشینه باشد
چون متغیرهاي تصادفی مستقل هستند
بیشینه کردن تابع درست نمایی: هدف

 لگاریتم شباهت)Log-Likelihood(
 تابع یکنواي صعودي(عدم تغییر مساله(
 تبدیل ضرب به جمع(ساده کردن محاسبات و فرمول ها(

تابع درست نمایی
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 تخمین بیشینه شباهت)MLE. . . (
 با گرادیان) یا لگاریتم آن(بیشینه کردن تابع درست نمایی

مشتق گرفتن برحسب پارامترها و برابر صفر قرار دادن

 توزیع گاوسی تک متغیره: 1مثال
لگاریتم تابع درست نمایی

همان میانگین و 
واریانس نمونه اي
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 تخمین بیشینه شباهت)MLE(
 توزیع گاوسی چندمتغیره: 2مثال

 تخمینMLبراي واریانس بایاس شده است
امید ریاضی واریانس تخمینی با واریانس واقعی برابر نیست

 با میل کردنnبھ سمت بی نھایت اثر بایاس کم می شود

تخمین غیربایاس
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 در تخمینML
بودن پارامترهاي توزیعثابت=فرض

 توزیعp(Φ)   یکنواخت است

 بیزتخمین)Bayesian(
 پارامترΦ استمتغیر تصادفی یک

Φ

ΦΦ

𝑃𝑃(
Φ

)
𝑃𝑃(
Φ

)

𝑃𝑃(
Φ

|𝐷𝐷
)

Φ∗
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 تخمین بیز)Bayesian Estimation. . . (
 پارامترΦ و نامشخص استمتغیر تصادفی یک

 در تخمینML استثابتاین پارامتر تصادفی نیست و
 تصادفی بودن پارامترΦ به معنی وجود احتمال پیشین توزیعp(Φ)براي آن است

 شکل تابع توزیعp(x|Φ) مثلاً توزیع نرمال(مشخص است(
 مجموعهn  نمونه دادهi.i.dƊ={x1, x2, …, xn) داراي توزیعp(x|Φ)

 داده ها حاوي اطلاعاتی از پارامترΦ

با توجه به قانون بیز

هدف

احتمال : احتمال پسین
پارامترپس از مشاهده داده ها

( | ) ( | ) ( | )p x D p x p D d= Φ Φ Φ∫
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 تخمین بیز)Bayesian Estimation. . . (

محاسبه : نخسیتن گام در تخمین بیزp(Φ|Ɗ)

 کهα مستقل از (ثابت نرمال کننده استΦ(
حذف نمی شود
در عمل می توان مقدار ثابتی را بھ عنوان تخمین آن قرار داد

با فرض مستقل بودن نمونه داده ها

( | ) ( | ) ( | )p x D p x p D d= Φ Φ Φ∫
1( | ) ( | ) ( )p D p D p
α

Φ = Φ Φ

1

( | ) ( | )
n

k
k

p D p x
=

Φ = Φ∏
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 تخمین بیز)Bayesian Estimation. . . (
داده ها با توزیع گاوسی، تک متغیره، واریانس معلوم : مثالσ2 و میانگین نامعلومΦ

فرض :p(Φ) نیز توزیع گاوسی با میانگینμ و واریانسv2دارد
رض شودفرض گاوسی بودن توزیع بودن اولیه ضروري نیست و می تواند هر توزیع دیگري براي آن ف

بنابراین
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 تخمین بیز)Bayesian Estimation(
داده ها با توزیع گاوسی، تک متغیره، واریانس معلوم : مثالσ2 و میانگین نامعلومΦ

 توزیع گاوسی با میانگینρ و واریانسτ2

 ترکیبی از اطلاعات اولیه), v2µ ( و اطلاعات نمونه ها)جمع وزن دار میانگین(
 با افزایش تعداد نمونه ها)n→∞(،داریم :

 ت میزان عدم قطعی=واریانس(واریانس بھ صفر میل می کند، عدم قطعیت تخمین میانگین کم می شود
)میانگین تخمینی است

میانگین، بھ میانگین نمونھ ای نمونھ ھا میل می کند

 با داشتنp(Φ|Ɗ) محاسبه ،p(x|Ɗ)صورت می گیرد

مقدار ثابت
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 تخمین بیشینه احتمال پسین)MAP: maximum a posteriori. . . (
بیشینه کردن : هدفp(Φ|x)

 درML هدف بیشینه کردنp(x|Φ)
 پارامترها متغیرهاي تصادفی با توزیع پیشینp(Φ)هستند
متداول ترین تخمین گر بیزي

 تخمینML وMAP یکسان هستند وقتی توزیع پیشینp(Φ)یکنواخت باشد
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 تخمین بیشینه احتمال پسین)MAP: maximum a posteriori(
 داده ها با توزیع گاوسی، تک متغیره، واریانس معلوم ): قبلی(مثالσ2 و میانگین نامعلومΦ

 توزیع پیشینΦ  : گاوسی با با میانگینμ و واریانسv2

 مشتق گیري نسبت بهΦ 
ها و میانگین قبلیمتوسط وزن دار میانگین نمونه

 کاربرد در تطبیق)adaptation(
آموزش صداي یک کاربر جدید به سیستم بازشناسی گفتار
 شینتوزیع پی)  = با چندین گوینده(آموزش پارامترهاي مدل با پایگاه داده هاي مستقل از گوینده
تطبیق با محاسبه میانگین نمونه هاي یک گوینده خاص و استفاده از رابطه بالا

ه هامیانگین نمون

تعداد نمونه ها
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ین تخمین گر بیشینه احتمال پس
)MAP(

تخمین گر بیشینه شباهت
)ML(

تخمین گر بیز

تخمین گر نقطه تخمین گر نقطه تخمین گر توزیع

تخمین نقطه تخمین نقطه تخمین توزیع

استفاده از اطلاعات پیشین 1.
پارامتر توزیع

)نقطه اي(تفسیر ساده تر 1.

محاسبات کم تر2.
استفاده بیشتر از اطلاعات1.
کارایی بهتر در صورت عدم2.

سازگاري بین توزیع فرض
شده و توزیع واقعی

سدر نظر گرفتن بایاس واریان3.
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